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MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS 


DES MEMBRES ET DES CORRESPONDANTS DE L'ACADÉMIE. 


M. P. Arrez fait hommage à l'Académie d’une Notice qu'il a consacrée 
à Henri Poincaré. : 


CORRESPONDANCE. 


M. le Muxisrre pes Fivancss invite l'Académie à lui présenter une liste 


il 


de trois candidats au poste d’Essayeur, vacant à l’Admunistration des 


Monnaies. 
(Renvoi à la Section de Chimie.) 


M. le Secréraie PerPéTuEL signale, parmi les pièces imprimées de la 
Correspondance : 
J. Séarxzes. La répartition des fortunes en France. (Présentée par 


M. P. Appell.) 


ASTRONOMIE. — Observation de l’occulialion des Pléiades par la Lune, 
faite le 20 septembre 1913 à ! ’équatorial coudé de l'Observatoire de Lyon. 


Note de M. J. GUILLAUME. 


1 
La présence des nuages a gêné, puis arrêté complètement | observation ; 
par suite, les seuls phénomènes qui suivent ont pu être notés : 
6 
C. R., 1913, »° Semestre. (T. 157, N° 13.) 5} 
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AID PAC TN TOATA.. 


: fe À Phénomèhes. T. m. ue Remarques. 


170 (4,0). cure Im, 12 12 o.4r, 5, 1% En ponpet 0*,2 avan dar der- 


rière une RNA ae 


20c (4,2). | Im. 1200 257 En contact 05,4; l'é Fe. a paru s’aplatir 


avant disparition pas très brusque. 
12.581791 Contact 15 avant, puis l'étoile s'enfonce 
dans le limbe et disparaît brusque- 
AE ment. 
IWÉAC EN EE êm. 13.20.20 ,8 
16z(5,8) fm.  13.27.43,8 
Aron 124(7,2). + : 13-89.10,4 Très difficile à suivre. 
Anon, 2% (7,2)... Im.  13.46.10,1 Très difficile à suivre; disparition dans 
une dépression du limbe. 


Anon: (7,5)... îm. LÉ A0 D LP Vue brusquement. 


14. 0.38,9 Vue brusquement, probabl' en retard. 
T4: 01:98,9 Étoile faible; vue à ce moment. 


1 20 (4, à îm, 14. 6.25,9 Des nuages passent. 


Les immersions se faisaient au bord brillant, et les émersions au bord 
obscur, complètement invisible. 


ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Sur les polynomes harmoniques quelconques. 
Note de M. Léopozn FEsÉR, présentée pe M. Émile Picard. 


Soit u(, y) une fonction harmonique quelconque des deux variablesréelles 
æety. Soient æ,, y, un point quelconque du plan et C un cercle de rayon 
quelconque de centre #,, y,. Alors il est bien connu qu’en désignant par M 
le maximum, par mn le minimum de la fonction u(æ, y) sur le cercle C, 
on à 


(1) | m£u(zo, Yo) <M, 
en supposant par exemple que la fonction u (x, y) soit régulière dans C et 
sur C. 

J’ai obtenu pour les polynomes har moniques quelconques (c'est-à-dire pour 


une fonction rationnelle entière quelconque des variables æ, y, satisfaisant 
à équation de Laplace), un résultat plus précis. Voici le théorème : 


Soit P (x, y) une fonction rationnelle entière quelconque des variables réelles 
æely à coefficients réels, qui satisfait à l'équation de Laplace AP (x, y) = o. 


à se ee y et de rayon p. Alors, en désignant par M le mazimum, 
r m le minimum du polynome P (æ, y) sur le cercle €, on à @ * 
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cal DR is DAPRAPARE Pre SP (æo D) EM — ES, à +1 Le 
MA k L ta | | ; Tai 
_en désignant par n le degré du polynome harmonique P(æ, y). St c'est lesigne FREE 


_ d'égalité qui est valable ici pour un polynome harmonique P (x, y) d'ordre au #re 
plus égal à n (pour le point x, y, et pour une certaine valeur 5 du rayon du : 

cercle C), alors P(x, y) est la partie réelle d'un polynome de la variable #0 
__ complexe x à coefficients complexes de la forme ocre inde sil | 5 


y+ain[o(s—c)]+(n—1)[o(s—c)P+...+[o(z—c)"}, 


À où y et « désignent des nombres réels quelconques, c et w des nombres com- 


. J 
plexes quelconques (e = Lo + iY,, et |o|—= =) 


La démonstration est basée sur le théorème suivant :: LS 


Soit 
(3) 9 (9) —1+acos 0 + b,sin 0 +...+ a,cos n0 + b,sin nô 


un polynome trigonométrique quelconque d'ordre au plus égal à n, et non 
| négatif pour chaque valeur de Ü. Alors on a 


J (4) p(o)=r+r. - | 

4 Si c’est le signe d'égalité qui est valable dans (4) pour @*(0), d'ordre au plus É 

E égal à n, alors | 
5 | DA 0 32 

(R +1) = + n cos 9 +...+ 005 29 : sin(n +1): 

4 * E a  — a __— 

; RUES TOUT PT en 

»” 2 

4 En effet (*) 

| 1 

l rs (8)(1+2cos0 +... +2cosn0)d6. 

s (5) ® (0) A} “4 

(1) On conclut de (5) que, pour une fonction quelconque f(9) non négative et " 


intégrable pour o£0£2r, on as,(o)£2n+1,en désignant par $,(9) la somme des 
(n +1) premiers termes de sa série de Fourier, dont le terme absolu est supposé être 
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est <n +1 pourr<1.On a donc (‘), pourr 1, 


27 ; n 


(8) Le o(0)(+2rcvs0+...+2r"cosn0)d0 Ur 1h 1 
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27 : : 2e 

= p(9)[1+2rcos0 +...+ ar cosn0 + quysr"#tcos(n+1)0 +...] dû È 
1 . . I 2T | 

= 5 f sOPRQUe<G+NE fear. 


En passant maintenant à la limite r — 1 dans l'inégalité (8), on obtient le 
résultat voulu 


4 : | g(o)Sn+r. 
4 our 
N- 1 > : 6 A? 
(a +1) +ncosû+...+ cosn0 : sin(r +1) 
QD O2 ET — 
F sin— 


on a effectivement ©" (o) = n + 1, et l’on peut démontrer que ce polvnome 
(o ) P q poty 


#8 de cosinus est le seul polynome dans l’ensemble des polynomes (3) qui #4 
satisfait à la relation 6(0) = n +1. 


né le à À sé s 


Maintenant, le théorème énoncé sur les polynomes harmoniques se 


déduit facilement de ce théorème sur les polynomes trigonométriques non 
négatifs. 


(*) Ce procédé d'ajouter des termes complémentaires convenables se trouve 
appliqué dans plusieurs travaux de M. Landau sur les séries de puissances. 
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#.. — _ J'éjoute que la fonction rationnelle (6) (dont l'application pourrait 


sembler peut-être artificielle) s'obtient méthodiquement par la solution 


Mo Jr SEE re LR né : 
# d’une équation de minimum, traitée dans un travail de M. Carathéodory 


et moi ('). En effet, il faut ici chercher un développement harmonique 
_ (infini) qui commence par | L | 


1+92rCOS0 + ...+or"cos n0 


et dont la borne supérieure pour r<<1 est la plus petite possible. Par 
l'application de la méthode de M. Carathéodory, on obtient que ce mini- 
mum de la borne supérieure est » +1, et que c’est la fonction harmo- 
nique (7) pour laquelle ce minimum de la borne supérieure est atteint. 

Enfin, je remarque que j'ai développé dans un travail (qui sera publié 
prochainement) une théorie algébrique générale des polynomes trigonomé- 
triques, qui se rattache aux travaux algébriques de M. Tœæplitz se rappor- 
tant aux séries trigonométriques. Les résultats de la Note présente sont 
des corollaires simples de ma théorie algébrique des polynomes trigono- 
métriques. 


GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE. — Sur les représentations continues 
des surfaces sur elles-mêmes. Note de H. Tierze, présentée par M. Jordan. 


Désignons par R, R,, R;,R,, ... des représentations biunivoques et con- 
tinues d’une surface S ouverte de connexion simple (?) sur elle-même. Sur 
ces représentations on peut énoncer le théorème suivant : 

(a). Une représentation R,, qui n'altére pas un sens donné de S, est une 
déformation (*) de S en elle-même, c'est-à-dire : il'existe un passage continu, 
au moyen de représentations R, de R, à l'identité. 


On peut déduire (a) immédiatement du lemme suivant (b) dont une 
démonstration détaillée sera publiée ailleurs : 


(b). Étant donné sur S deux lignes simples et continues, /, l', lignes de 
 — 
(1) C. Cararufonory et L. Feyér; Ueber den Zusammenhang der Extremen von 
harmonischen Funktionen mit ihren Koeffisienten und über den Picard-Landau- 
schen Satz (Rendiconti di Palermo, Satz VII, 2° semestre 1911, p. 224). _. 
(2) Ensemble qu’on peut déduire du cercle æ?+ y?£1 par une représentation biuni- 


voque et continue. , : 
(2) Voir Monatshefte für Math. u. Phys, t XIX, 1908, p. 89. 
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Jordan, S n'ayant avec la frontière de S aucun point. ‘en commun ares 
les deux extrémités, qui sont les mêmes pour /'et /', il existe une déforma- 
tion de S en dans pour laquelle tout ie frontière reste mé et 
qui transforme l'en l. in ds 

En effet, prenons pour S un carré ABCD, ce qu’on peut faire sansii 
restreindre la généralité; soient EF et GH les symétrales de ses côtés, 


O son centre. 
Soit D, une déformation deS, facilement construite, qui, pour les points E 


frontières de S, donne la même transformation que R,. Ainsi pour 


D''R,=R,, tous les points frontières resteront inaltérés. Soit EaF—{, 
la ligne qui par R, est transformée en la symétrale EF = /,. D'après (b) on 
peut construire une déformation D, de S qui transforme /' en /,; et, comme: 
on le voit aisément, on pourra admettre qu’en ce qui concerne /; et /, les 
deux représentations D, et R, coïncident. Or, par la représentation 
D''R,=R, chacun des rectangles ABGFOE, CHDFOE est transformé: 
séparément en lui-même. Soient GbO—/,,, OcH— /,, les lignes con- 
tinues, dont les images par R, sont GO = /,, et OH — Z,,, moitiés de la 
symétrale GH. Notre lemme (b) donne pour chacun des deux rectangles une 
déformation en lui-même, par lesquelles /,, et L,, sont transformés en /,, 
et L,,. De cette manière il résulte une déformation D, du carré en lui- 
même qui coïncide avec la représentation R, pour tous les points frontières 
des quatre petits carrés en ares S est divisé par EF et GH. Autrement, 
la représentation D,'D'R, — D, "D''DU'R, ne diffère pas pour ces points 
de l'identité. 

En continuant de cette manière à subdiviser les carrés et rectangles 
obtenus et à construire des déformations convenables de ces parties de 
notre carré primitif, nous obtiendrons une suite illimitée D,, D,, ..., D,, … 
de déformations. D," D,', ... D,"R, ne différera pas de l'identité pour 
tous les points d’un réseau de carrés ou de rectangles d'autant plus étroit 
que 2 sera plus grand. En passant à la limite on obtient lim D;"... DER, =, 
c'est-à-dire R, est égale à la représentation lim D, D... D,, qui est immé- 


n=e 
diatement reconnue être une déformation. Le théorème (a) est ainsi 
démontré. 

De(b)et (a) on peut déduire des conséquences variées concernant soitS, 
soit la sphère, soit une surface équivalente, et les lignes de Jordan fermées, 
qu'on peut tracer sur une de ces surfaces. Je me borne cependant à 
quelques mots sur les surfaces de connexion sApéneute soit bilatérales, 
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soit unilatérales. Une telle surface S peut être représentée par un polygone 


_ dans le plan, polygone fondamental 7, dont quelques côtés sont assujettis, 


deux à deux, à des correspondances ponctuelles biunivoques et continues. 


23 Pour introduire alors d'une manière générale pour chaque ligne fermée / 
.— «tracée sur S l'élément correspondant du groupe fondamental (#): Gsde S, il 
restà remarquer qu'une ligne /pourra avoir une infinité de points ou de seg- 
+ ments de droite communs avec la frontière de #. Ce n’est pas le cas pour 
sb les lignes polygonales tracées sur S, ce qui permet de leur faire corres- 
1 pondre immédiatement un élément g du groupe fondamental. Il faudra 

démontrer le lemme (c) suivant, à savoir : que toutes les lignes polygonales 
> qu se rapprochent suffisamment (*) d’une ligne quelconque L'ont le même 


élément correspondant g, qui correspondra alors à / par définition. Nous 


… énonçons le théorème suivant : 


(d). Deux lignes de Jordan fermées, l, l, tracées sur S, qui ont le méme 
élément de Gs correspondant, peuvent étre transformées l’une en l’autre par 
une déformation de S (*). 


Indiquons brièvement quelques lemmes au moyen desquels on obtient 
immédiatement une démonstration de (4): 


(f) Un théorème analogue à (d) pour le cas particulier où /, l’ sont des 
lignes polygonales. 

(g). Soient A la région annulaire 1£x°+7y£2?, Em l'élément de gr 
correspondant à la ligne médiane m |? + y° = GE) chaque ligne 
fermée simple consistant tout entière en points intérieurs et correspondant 
à g,, peut être transformée en #2 par une déformation D de la région À en 
elle-même. Les points frontières de A restent inaltérés par D. 

Pour chaque polygone simple fermé p sur une surface S on peut construire 
des bandes B, homéomorphes à A, entourant p, avec deux lignes frontières 
polygonales, et de manière qu'il existe une représentation biunivoque et 
continue de A sur B,, par laquelle » et p soient correspondantes. 


(:) Poincaré, Journal de l’École Polytechnique, 2° série, t. 1, 8 12 et 13; voir 
aussi £nz., t..Ill, A. B. 3, p.207; Monatsh. f. M. u. Ph., 1. XIX p.06 et Suiv: 
bien entendu / est pourvu d’un sens déterminé. 

(2) C'est par exemple au moyen des notions introduites par M. Fréchet qu'on 
pourra donner un sens précis à cette expression. 

(3) Le théorème inverse (ce), que deux lignes transformées l’une en l'autre par 
une déformation ont le mème élément correspondant de Gs, se déduit immédiate- 
ment du fait qu'évidemment (c) reste encore vrai lorsqu'on eflace le mot polygonales. 
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(4). Pour les polygones p, se a % 
Jordan fermée /, tracée sur S, on peut construire la bande B, EP} de 
manière qu’elle contienne / à son intérieur et de PE 7” et | L En 


correspondant de G; soit le même. 1: 100" 
De (g)et (A) on obtient une dE de B, et en même temps de Sue 


pour laquelle / est transformé en la ligne polysenal p. De là on arrive 
immédiatement à (4) en tenant compte de (e), (f). On voit de même que 
chaque système de lignes simples sur S, n'ayant qu'un nombre fini de 


points communs, peut être transformé par une déformation me S en un. 


système de lignes polygonales. j 

De là on arrive à des théorèmes sur les classes en lesquelles sont réparties 
les transformations d’une surface en elle-même, dont la classe des déforma- 
tions est la plus simple ('); de même on parvient à la démonstration que les 
schemata de deux surfaces homéomorphes sont homéomorphes eux-mêmes 
au sens de l'Analysis situs combinatoire, question des fondements de 
l’Analysis situs mentionnée ailleurs (?). 


BOTANIQUE. — Sur les rapports entre la tubérisation et l'infestation des 
racines par des champignons endophytes au cours du développement du 
Spiranthes autumnalis. Note de M. C. Beau, présentée par M. Gaston 
Bonnier. 


Le Spiranthes autumnalis, que ses caractères floraux placent parmi les 
Néottiées, se distingue des autres Orchidées indigènes de ce groupe par ce 
fait que ses organes souterrains ne sont point persistants, mais sont régu- 
lièrement et complètement remplacés chaque année, aussi bien que les 
organes aériens, par des parties nouvelles. C’est un mode de développement 
analogue à celui des Ophrydées. 

Au moment de la floraison, un pied de S. autumnalis présente un faisceau 
de deux à cinq grosses racines tubérisées, napiformes, surmonté de l’axe 
floral, et portant une rosette latérale qui fera partie du pied de rempla- 
cement. Ces racines servent à la fois d'organes d’ absorption et de réserve. 
Leur écorce est localement envahie par le mycélium endophyte; les régions 
infestées se distinguent par leur coloration jaune très accusée, due aux 
De ne ph menegns ni A RSS Se 

(*) Voir Monatshefte, loc. cit. $ 16. 

(?) Zbid. p. 13, 14; voir en particulier p. 14, note 9. 
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; _ corps de dégénérescence contenus dans les cellules et provenant de la 
de digestion des pelotons mycéliens. Seules, un petit nombre de cellules des 
At _ couches corticales les plus externes renferment des lacis mycéliens 
PAMATYLYEADIS. | he 
Vers la fin de la floraison, on voit naître de la base de la rosette latérale 
des mamelons dont le nombre varie de deux à cinq et qui ne sont autres 
que les rudiments des racines du nouveau pied; elles sont renflées, tuber- 
culeuses dès leur naissance; l’amidon y apparait d’abord dans la coiffe et 
3 bientôt dans les cellules corticales. Leur développement se poursuit lente- 
3e ment, aussi lentement que celui d’un tubercule d'Ophrydée; mais, tandis 
que celui-ci n’est jamais atteint par l’endophyte, qui reste localisé dans - 
les racines grèles de la plante (!), les nouvelles racines du $. autumnals 23 
3 sont nécessairement envahies à un moment donné de leur développement, 
puisque à l’époque de la floraison prochaine elles se montreront à leur tour 
abondamment infestées. Si l’on cherche à préciser le moment où se fait la 
pénétration de l’endophyte, on constate que les racines restent indemnes 
tant qu’elles n’ont pas atteint leur développement complet, qui demande 
plusieurs mois, et, dès qu’elles y sont parvenues, l’infestation se déclare. 
Tant que leur tubérisation se poursuit, les jeunes racines restent, par 
leur base commune, en connexion vasculaire avec les anciennes qui, 
1 en même temps, se vident et se flétrissent peu à peu. Or, pendant toute 
cette période, celles-ci sont seules infestées. Si donc, conformément aux 
vues de Noël Bernard, on attribue la tubérisation des racines jeunes à 
1 l’action de l’endophyte, ce ne saurait être qu’à celle du mycélium contenu 
É dans les anciennes. Or, une expérience très simple montre qu'il ne peut en 
1 être ainsi : il suffit d’enlever complètement les vieilles racines au moment & 
où la rosette, alors bien développée, porte des racines jeunes ayant | 
atteint 5wm de longueur environ, et pouvant suffire à l’absorption de 
l'eau; le pied nouveau, ainsi constitué, est complètement indemne d’indo- 
_phyte; remis en terre et arrosé assez abondamment, 1l peut vivre seul.et 
former lui-même ses réserves. Le développement des racines se poursuit É 
normalement, l’amidon s’y produit, leur tubérisation s'achève, et elles - 
atteignent en temps voulu leur dimension définitive. 
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La tubérisation des racines au cours de l’évolution annuelle de la plante 
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(:) Cependant, chez les Orchis à tubercules digités, comme ©. conopea, O. lati- 
Jolia,etc., les prolongements grêles de ces tubercules, parfois très longs, sont infestés. 
: 68 
C. R., 1913, 2° Semestre. (T. 157. N° 13.) 
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adulte ne peut donc être considérée comme une Le conséquence de l'infestation 
parasttaire. | ENPICN £ 


Il en est tout autrement pour le développement embryonnaire. 

J'ai obtenu aisément la germination des graines du S. autumnalis par 
l'application des méthodes qui résultent des DOUANES découvertes de 
N. Bernard. Cette germination qui, à ma connaissance, n'avait pas encore 
été réalisée expérimentalement, non plus que celle des autres Orchidées 
indigènes, est normalement déterminée par la pénétration et le dévelop- 
pement progressif dans l'embryon du Pass endophyte, facile à isoler 
et à cultiver hors de son hôte. à 

Ainsi que N. Bernard l’écrivait du Neottia, « l'invasion mycélienne est le 
premier symptôme observable de la germination ». Comme chez le Neotua, 
l'embryon est ovoïde, dépourvu de suspenseur ; mais c’est toujours au pô/e 
suspenseur, AU Sens défini par N. Bernard, que la pénétration de l’endophyte 
se produit. De là l'invasion gagne progressivement, tandis que la muluph- 
cation cellulaire se poursuit activement au pôle opposé qui reste indemne 
et qu’on peut nommer pôle veégétatif. Les réserves amylacées se forment 
dès le début en abondance; de très bonne heure aussi s'’accuse une dorsi- 
ventralité plus ou moins marquée et se développent de nombreux poils 
absorbants; et par suite de la croissance inégale aux deux pôles, l'embryon 
devient un tubercule ou protocorme globuleux d’un côté, pointu de l’autre, 
ayant finalement la forme d’une toupie plus ou moins allongée dont la 
pointe, correspondant au pôle infesté, est recourbée dans un méridien. Au 
pôle végétatif apparaît le bourgeon, qui se différencie lentement...Au 
sixième ou septième mois, on compte trois feuilles dont la plus grande, chez 
les embryons les plus développés, atteint environ 2°". 

On voit, d’après ce qui précède, que le développement embryonnaire du 
S. autumnalis, comme celui de toutes les Orchidées chez lesquelles il est 
connu, est une tubérisation précoce. Ce développement étant dû, dans les 
conditions normales, à l'invasion de l'embryon par l’endophyte, l’idée 
s'impose d’une connexion étroite entre la tubérisation embryonnaire et 
l'infestation mycélienne. 

Un fait intéressant, et que je n’ai vu signalé encore chez aucune autre 
Orchidée, se présente au cours du développement du protocorme : c’est la 
formation par bourgeonnement sur cet organe, habituellement dans sa 
région moyenne, d'un ou plusieurs petits tubercules arrondis qui restent 
quelque temps rattachés à l'embryon par de courts pédicelles, puis s’isolent 
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ment. Fe. longueur atteint alors à peine tre ils sont ne 

on, complètement dépourvus de poils absorbants et ne présentent 

> différenciation. Je les considère comme des <mbryons adventifs, 

que, trois mois après leur isolement, ils ne présentent aucun SRE 

Es: ment appréciable. D'autre part, ils sont restés complètement indemnes 
dans les conditions les plus favorables à l’infestation. On peut donc penser 
que l'arrêt de leur développement, et, partant, de la tubérisation, est 
corrélatif de la non-infestation. Cette hypothèse se confirmera s'il se 
produit une reprise du développement à la suite d’une infestation tardive. 


En résumé, la tubérisation, chez le Spiranthes autumnalis, paraît une 
Dntanence directe de l’infestation au début du développement, mais 
s’en montre indépendante à l’état adulte. 
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La séance est levée à 3 heures et demie. 
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